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4 音波と衝撃波　詳解
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問 4.1　（3.3）式を用いて，（4.1）式の音速 cs を温度 T の関数として表せ．また，P と ρ の関数として表せ．こ

れらの結果を（4.2）式と比較せよ．

【答】(4.1)式に (3.3)式を代入して，cs ∼
√
3kT/m =

√
3RgT/µを得る．また，P = (Rg/µ)ρT より cs ∼

√
3P/ρ

を得る．厳密な解析 (4.2)式と比べて係数が異なるものの，温度の依存性，あるいは圧力と密度の関係としては同

じになっている.
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問 4.2 　以下の天体のガス中の音速を求めよ．（1）地球大気 （T = 300 K, µ = 29 g mol−1），（2）太陽の光

球 （T = 6000 K, µ = 1.2 g mol−1），（3）太陽のコロナ （T = 100 万 K, µ = 0.6 g mol−1），（4）太陽の中心

（T = 1500 万 K, µ = 0.6 g mol−1），（5）星間ガス （T = 1 万 K, µ = 0.6 g mol−1）．なお γ の値について，地

球大気では 7/5， それ以外は 5/3 とせよ．

【答】(4.2) 式にそれぞれの天体についての数値を適用して計算すればよい．

(1)地球大気： 3.5× 102 m s－ 1，(2)太陽の光球： 8.3 km s－ 1，(3)太陽コロナ： 1.51× 102 km s－ 1，

(4)太陽中心： 5.87× 102 km s－ 1，(5)星間気体： 15 km s－ 1．
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問 4.3　（4.3），（4.4），（4.5）式から，衝撃波面前後でそれぞれ ρv =一定，ρv2+P =一定，(1/2)v2+ε/ρ+P/ρ =

一定であること（保存量）がわかる．これらの保存量の物理的意味について説明せよ（各項がどのような物理量

に対応するか説明せよ）．

【解答例】

(a) ρv の意味について： 単位時間あたり単位面積を通過する粒子の質量 (粒子数フラックス)

(b) (ρv2 + P ) の意味について： ρv2 = nv ·mv と書き直すと，nv は 1秒間に単位面積を通過する粒 子の数で

あり，mv は 1粒子当たりの (平均の) 運動量であることがわかる．この ρv2 という量は「風圧 (ram pressure)」

と呼ばれる．流れる流体については，ガス圧 (静水圧力) P に風圧 ρv2 を加えた (ρv2 + P ) が運動量として保存

することを示す．

＜補足＞ 衝撃波面の条件からは (ρv2)u－ (ρv2)d = Pu－ Pd が得られ，衝撃波面前後での風圧の変化 は、衝

撃波面前後の圧力差に等しい (バランスしている) ことがわかる (図 4.1 参照)．衝撃波面の条件は (ρ∆x · v)u
－ (ρ∆x · v)d = (Pu－ Pd) ·∆t とも書けるが、これより運動量の変化が圧力変化による力積 になっていることが

わかる.
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図 4.1 　衝撃波面を通過する流体フラックス
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(c) 1項目は単位質量あたりのガスの運動エネルギー，2項目は単位質量あたりの内部エネルギーである (密度

で割ることで，単位体積あたりのを単位質量あたりの量に変更できることに注意する)．また，3 項目は衝撃波面

を通じて働く圧力によってなされる仕事である．

＜補足＞ (1/2)v2 + ε/ρ+ P/ρ に ρv を掛けたものは「エネルギー流速」と呼ばれる．これは，運動方程式を積分

することで (時間変化が無い場合)保存することが示される，すなわち，∇ · [ρv(v2/2 + ε/ρ+ P/ρ)] = 0 である．

これの積分形について考えよう．体積分したものをガウスの定理により面積分に書き換えると∫
V

∇ ·
{
ρv

(
1

2
v2 +

ε

ρ
+

P

ρ

)}
dV =

∫
S

ρv

(
1

2
v2 +

ε

ρ

)
· dS +

∫
S

pv · dS =一定

となる.面積分の表式について，2項目は面 (ここでは衝撃波面) を通じて働く圧力によってなされる仕事とわかる．
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問 4.4　 γ = 5/3 のとき，下流のガスは何倍に圧縮されるか？ また，下流での流速は衝撃波が伝播する速さの何

倍か？

【答】(4.7)式より、それぞれ 4 倍，3/4 倍.

＜補足＞ Pd/Pu となる強い衝撃波の極限においても，ガスの圧縮比は有限値であることに注意．衝撃波の通過前

に静止していたガスは，衝撃波の通過後は衝撃波を追いかける運動をする．
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【演習】 ランキン-ユゴニオ関係式の導出

（１） ランキン-ユゴニオ関係式を導け．また（4.7）式を導け．ヒント：x ≡ ρd/ρu = vu/vd, y ≡ Pd/Pu, Mu ≡
vu/(cs)u とおいて，x，y について解く．ここでは強い衝撃波を仮定しているので Mu ≫ 1 となることに注意せよ．

【解答例・解説】

質量の保存則（連続の式），運動量保存式（Eulerの運動方程式），エネルギー保存則の式は，それぞれ

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0 ,

ρ

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= −∇P ,

∂

∂t

[
ρ

(
1

2
v2 + ε+ ϕ

)]
+∇ ·

[
ρv

(
1

2
v2 + h+ ϕ

)]
= 0

と表される（これらの方程式の導出については「流体力学」の教科書などで学ぶことができます）。単位質量あた

りのエンタルピー hは，h = ε/ρ+ P/ρ である．ここでは流れを定常としているので時間微分の項はゼロとして，

∇ · (ρv) = 0 ,

ρ(v · ∇)v = −∇P ,

∇ ·
[
ρv

(
1

2
v2 +

ε

ρ
+

P

ρ
+ ϕ

)]
= 0

となる．

(i) 衝撃波面を上流側 (u)と下流側 (d)から２枚の板で挟み込むことを考えよう．２枚の板で挟まれた領域の体

積を V とし，板の面積を S とする．２枚の板間の距離は微小とし dℓ とする．連続の式についての体積積分 (V)

をガウスの定理を適用して面積分 (S)に書き直すと，∫
V

∇ · (ρv) dV =

∫
S

ρv · n dS = [ρvS]
d
u = 0

となる．ここで衝撃波面は流れに垂直な面とした。体積が V = S × dℓであること，Su = Sd であることより，

(ρv)u = (ρv)d (4.3)
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を得る．

(ii) 運動量保存式については，左辺を ρ(v ·∇)v = ∇(ρv2)−v∇· (ρv) = ∇(ρv2) と書き直し，∇· (ρv2+P ) = 0

を得る．これより（連続の式の場合と同様の積分により）

(ρv2 + P )u = (ρv2 + P )d (4.4)

を得る．

(iii) エネルギー保存則の式については，ポテンシャル ϕ が衝撃波面の上流と下流で変わらないことに注意し

（ϕu = ϕd），上記と同様に衝撃波面を挟んで積分することで(
1

2
v2 +

ε

ρ
+

P

ρ

)
u

=

(
1

2
v2 +

ε

ρ
+

P

ρ

)
d

(4.5)

を得る。

(iv) 衝撃波が静止して見える座標系（Vsh = 0）から、星間ガスが静止している座標系（v′u = 0, V ′
sh > 0）への座

標変換を行う．速度の座標変換としては、vu = v′u−V ′
sh = −V ′

sh, vd = v′d−V ′
sh とすればよい．圧力と密度について

は、星間ガス静止系と衝撃波静止系とで同じ値になる．すなわち、ρu = ρ′u, ρd = ρ′d, Pu = P ′
u = 0, Pd = P ′

d．これ

らの関係より，(4.3)式から ρ′d =
−V ′

sh

v′d − V ′
sh

ρ′u が得られる．(4.4)式からは P ′
d = ρ′u(V

′
sh)

2−ρ′d(v
′
d−V ′

sh)
2 = V ′

shv
′
dρ

′
u

が得られる．(4.4)式は，
1

2
(V ′

sh)
2 =

1

2
(v′d − V ′

sh)
2 +

P ′
d

ρ′d

(
γ

γ − 1

)
となるが，P ′

d と ρ′d を消去して v′d =
2

γ + 1
V ′
sh

を得る．この関係式を ρ′d の式と P ′
d の式に代入して，ρ′d =

γ + 1

γ − 1
ρ′u および P ′

d =
2

γ + 1
ρ′u(V

′
sh)

2 を得る。

（２）衝撃波面後のガスについて，単位質量あたりの内部エネルギーと単位質量あたりの運動エネルギーが同じ大

きさになることを示せ．このようにエネルギーが同じ大きさに分配されることをエネルギー等分配という．ヒン

ト：内部エネルギーの式（3.8）式，（4.7）式を用いよ．

【解答例・解説】

衝撃波後のガスの単位質量あたりの内部エネルギー（εT とおく）は，ε/ρ である．内部エネルギーの式（3.8）

を用いると，

εT =
ε′down

ρ′down

=
1

γ − 1

P ′
down

ρ′down

=
2

(γ + 1)2
(V ′

sh)
2

を得る．単位質量あたりの運動エネルギー（εK とおく）は，ランキン–ユゴニオの関係式から得られる（4.7）式

より

εK =
1

2
(v′down)

2 =
2

(γ + 1)2
(V ′

sh)
2

となる．以上より，εT = εK が示された (エネルギー等分配)．
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