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8 黒体輻射のスペクトル　詳解
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問 8.1　温度を変えたときに黒体輻射の対数グラフが相似になる理由を考えてみよ．

ヒント：Bν(T ) = (2h/c2)T 3(ν/T )3/[ehν/kT − 1] と表せる．

ヒントの式を眺めると，振動数は (ν/T ) の組み合わせで現れるので，温度を T → aT と a 倍したとき，振動

数（横軸のスケール）も同時に a 倍ずらせば，この部分の値は変化しない．一方，縦軸の値は T 3 → a3T 3 と a3

倍に変化する．したがって，全体としては，横軸方向に a 倍，縦軸方向に a3 倍と，変化することになり，グラフ

の形そのものは変わらないので，自己相似的（self-similar）になっている．このことは対数目盛で描けばより明

確にわかる．対数目盛では，グラフは，横方向に b 移動し，縦方向に 3b 移動した形にずれるだけで，図 8.2で見

て取れるように，グラフの形はまったく同じである．
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問 8.2　ウィーンの変位則，（8.2）式と（8.3）式を導け．ヒント：（8.1）式を微分してみよ．また（8.3）式を導く

には，後述の（8.13）式を微分せよ．

プランク関数Bν(T )のピーク振動数 νmaxは，プランク関数を振動数 νで偏微分した方程式から求められる．プ

ランク関数を振動数で偏微分した方程式は，∂Bν/∂ν|ν=νmax
= 0 から得られる．変数として，x ≡ hν/kT を用い

ると，ピーク振動数の方程式は x = 3(1− e−x)という超越方程式になる．この超越方程式の解は，数値的にはだ

いたい x ∼ 2.82 で与えられる．

同様に，Bλ(T )のピークの値は，∂Bλ/∂λ|λ=λmax = 0 から決まり，y ≡ hc/(λkT ) とすると，ピーク波長を求

める方程式は y = 5(1− e−y)という超越方程式になる．数値的には，y ∼ 4.97 が解となる．
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問 8.3　 3 K，300 K，6000 K，107 Kのときの，黒体スペクトルのピークの波長，振動数，エネルギーは，それ

ぞれいくらか？　なおこれらはそれぞれ，宇宙背景輻射（60節），地球表面（12節），太陽表面（14節），中性

子星周辺の降着円盤（32節）の典型的な温度である．

【答】

3 K；970 µm，1.76× 1011 Hz，7.3× 10−4 eV；

300 K；9.7 µm，1.76× 1013 Hz，0.073 eV；

6000 K；0.48 µm，3.53× 1014 Hz，1.45 eV；

107 K；0.29 nm，5.88× 1017 Hz，2.4 keV；
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問 8.4　レイリー・ジーンズ分布（8.4）式，およびウィーン分布（8.5）式を導け．またそれらを黒体輻射のグラ

フに重ねてプロットしてみよ．

黒体輻射の式は以下のとおりであった：

Bν(T )dν =
2hν3

c2
dν

ehν/kT − 1
(8.1)

まず長波長側（低振動数側；hν ≪ kT）では，x = hν/kT ≪ 1 なので，x ≪ 1 のときに ex ∼ 1 + x と近似で

きることを使うと，式の分母は，

e
hν
kT − 1 ∼ 1 +

hν

kT
− 1 =

hν

kT
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と近似できる．これを黒体輻射の式に戻して整理すると，レイリー・ジーンズ分布の式となる．

一方，短波長側（高振動数側；hν ≫ kT）では，x = hν/kT ≫ 1 なので，ehν/kT は 1に比べて十分に大きく，

式の分母は 1を無視して，

e
hν
kT − 1 ∼ e

hν
kT

と近似して構わない．これを黒体輻射の式に戻して整理すると，ウィーン分布の式となる．

図 8.1 　黒体輻射のグラフにレイリー・ジーンズ分布のグラフとウィーン分布のグラフを重ねたもの（Ghisellini 2012 より）．

黒体輻射のグラフにレイリー・ジーンズ分布のグラフとウィーン分布のグラフを重ねたものを図に示す（Ghisellini

2012より）．レイリー・ジーンズ分布は長波長側（低振動数側）では ∼ ν2 となる黒体輻射によく合っているが，

短波長側（高振動数側）ではそのまま ν2 が伸びるために黒体輻射から大きくずれていく．逆に，ウィーン分布は

短波長側（高振動数側）では黒体輻射によく合っているが，長波長側（低振動数側）では ∼ ν3 となり黒体輻射か

らずれる．
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問 8.5　積分を実行して（8.6）式を導け．ヒント：
∫
[x3/(ex − 1)]dx = π4/15．

変数として，x = hν/kT を用いると，黒体輻射の積分は，

B(T ) =

∫
Bν(T )dν =

2h

c2

∫
ν3

ehν/kT − 1
dν =

2h

c2

(
kT

h

)4 ∫ ∞

0

x3dx

ex − 1

のように変形できる．積分パートの分母を展開し，∫ ∞

0

x3dx

ex − 1
=

∫ ∞

0

x3e−x(1 + e−x + e−2x + · · ·) = 6

(
1 +

1

24
+

1

34
+ · · ·

)
=

π4

15

のように項別積分すると，積分パートの値は π4/15 になる．黒体輻射の積分に戻すと，

B(T ) =
2h

c2

(
kT

h

)4
π4

15

となり，ステファン・ボルツマンの定数にまとめ直すと，（8.6）式になる．
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問 8.6　黒体輻射の場合，半径 R の星の表面での輻射流束 Fν，全輻射流束 F，光度 L はそれぞれ以下のように

表される．これらを導け（7節）．

Fν =

∫
Bν cos θdΩ = πBν , (8.2)

F =

∫
B cos θdΩ = πB = σT 4, (8.3)

L = 4πR2σT 4. (8.4)

角度部分の積分が，∫
cos θdΩ =

∫ π

0

∫ 2π

0

cos θ sin θdθdφ = 2π

∫ π

0

cos θ sin θ = 2π

[
1

2
sin2 θ

]π
0

= π

と計算されれば，あとは代入すれば導ける．
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問 8.7　太陽の場合について，太陽半径（= 6.96× 108 m）と表面温度（= 5780 K）から，太陽光度を求めよ．

L = 4πR2
⊙σT

4 に数値を代入すればよい．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

問 8.8　（8.13）式を導け．

（8.11）式の右辺に，黒体輻射（8.1）式を代入すると，

Bλdλ = −2hν3

c2
dν

ehν/kT − 1
(8.5)

となり，さらに（8.12）を入れると，

Bλdλ =
2hν3

c2
dλ

ehν/kT − 1

c

λ2
(8.6)

となる．さらに，ν = c/λ を使って，振動数 ν を波長 λ に変換すると，

Bλ(T )dλ =
2hc2

λ5

dλ

ehc/λkT − 1
. (8.7)

が導ける．
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【演習】

黒体輻射スペクトルのグラフを真数や対数で描いてみよう．

【作図上の注意】黒体輻射の分母にある指数部分 ehν/kT は，高振動数ではすぐに発散し，低振動数ではほぼ 1

になって桁落ちしやすい．したがって，低振動数ではレイリー・ジーンズ分布の式を，高振動数ではウィーン分

布の式を用いてグラフを描き，グラフのピーク付近で厳密な黒体輻射の式を用いて描くと，数値的なエラーを起

こさずに描きやすい．
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【研究】1

（2）4× 10−14 J m−3；1× 10−15 erg　

（3）おおざっぱには，ウィーンの変位則から hν ∼ kT で，Nγ ∼ u/(hν) ∼ aT 4/(kT ) ∼ 60T 3 ぐらいになる．

なお，より詳しい計算では，∼ 20T 3 個 cm−3 となる．
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すなわち，

Nγ =

∫
uν

hν
dν =

4π

c

∫
Bν

hν
dν =

8πh

c3

∫
ν3

exp(hν/kT )− 1

1

hν
dν =

8πk4T 4

c3h3

1

kT

∫
x3

ex − 1
dx

と計算できる．ただし x = hν/kT と置いた．さらに，リーマン・ゼータ関数を使うと，積分は
∫

x3

ex−1dx ∼ 2.40

となるので，最終的に，Nγ ∼ 20T 3 となる．

（4）詳しい計算の 20T 3 を使うと，1 cm3 当り，2.7K で 400個，300K で 5× 108，6000K で 4× 1012 となる．
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【研究】2

（1）どちらも単位は N m−2 になる．また輻射エネルギー密度の単位は J m−3 で見かけは違うみたいだが，輻

射圧の単位と同じ．


