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24 恒星の内部をさぐる 　詳解

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

問 24.1　 密度 ρ が圧力 P によらず一定である場合について，（24.1）式と（24.2）式を解いて天体内部の圧力分

布を求めよ．その際，境界条件として，天体の中心（r = 0）で Mr = 0，P = Pc とし，星の表面（r = R）で

P = 0 とせよ．さらに，中心での圧力 Pc を天体の全質 量 M と天体の半径 R を用いて記述せよ．また，圧力分

布 P (r) の概要を表すグラフを描け．

【答】（１） ρ =一定 として，(24.2)式よりMr(r) =

∫ r

0

dMr(x) = 4πρ

∫ r

0

x2 dx =
4π

3
ρr3 ．

これを (24.1) 式に代入すると，
dP (r)

dr
= −G [(4π/3)ρr3] ρ

r2
．この両辺を星の中心から半径 rまで積分して，

（左辺）＝
∫ r

0

dP (x) = P (r)− P (0) = P (r)− Pc ,

（右辺）＝
∫ r

0

−G [(4π/3)ρx3] ρ

x2
dx = −4π

3
Gρ2

∫ r

0

x dx = −2π

3
Gρ2r2 = −3GM2

8πR6
r2．

ここで、M = (4π/3)R3ρ より，ρ = 3M/(4πR3) として ρ を消去した．上記の積分を整理して，

P (r) = Pc −
3GM2

8πR6
r2．

（２）星の表面 r = R で P (R) = 0 であることより，P (R) = 0 = Pc −
3GM2

8πR6
R2 なので，

Pc =
3GM2

8πR4
を得る．（M を消去すれば，Pc =

2

3
πGR2ρ2 と表せる．）これより，恒星内部の圧力分布は，

P (r) =
3GM2

8πR4
− 3GM2

8πR6
r2 = Pc

(
1− r2

R2

)
．

と表せる．

（３） P (r) のグラフは，上に凸の放物線となる．（グラフは省略）
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問 24.2　星の中心で与える境界条件としては以下の条件を課せばよい：

（1） ξ = 0 で θ = 1 （r = 0 で ρ = ρc）

（2） ξ = 0 で dθ/dξ = 0 （r = 0 で dρ/dr = 0）．

これらの物理的意味について説明せよ。

【答】（１） 星の中心の密度は ρc である．変数 θ の定義により，星の中心では θN(0) = 1となる．

＜補足＞ 「24.2 恒星の中心温度と中心圧力」で考察するように，星内部の密度は星の中心で最大になる．その値

は，恒星の全質量M、半径R，状態方程式（γ，K）の値を用いて表すことができる．恒星内部の圧力も，同様に

星の中心で最大となる（問 24.1参照）．

（２）星の中心では圧力勾配（密度勾配）がゼロである．すなわち，
dP

dr

∣∣∣∣
r=0

=
dρ

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0 である．したがって，

変数 θ の定義により，
dθN
dξ

∣∣∣∣
ξ=0

= 0 である。

＜補足＞ 星の中心 (r = 0)では重力はゼロである．したがって，それと釣り合うガスの圧力勾配もゼロでなけれ

ばならない（もしも圧力勾配があると，星の中心は膨張してしまう）．
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問 24.3　太陽中心の圧力と温度を求めよ．また，その数値を付表 12の太陽中心の圧力，温度と比較せよ．なお，

平均分子量 µ は，µ = 1.0 g mol−1 とせよ．

【答】太陽の中心圧力 ： Pc = 2.69× 1014 N m−2 ．その一方で、付表 12 のより厳密なモデルによる値によると

Pc = 2.40× 1016 N m−2 であり，100倍程違う．

太陽の中心温度 ： Tc = 2300 万 K ．付表 12 のより厳密なモデルによる値によると Tc = 1580 万 K であり，お

おむね同じ程度といえる（1.5倍ほど異なるものの桁は同じ）．
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【演習】恒星の内部構造の解

(1) [ N = 0 の場合の厳密解]

N = 0 の場合の Lane-Emden 方程式は，
1

ξ2
d

dξ

(
ξ2

dθ0
dξ

)
= −1 である．これを ξ で積分して （C1 は積分値数）

dθ0
dξ

= −1

3
ξ +

C1

ξ2
を得る．これをもう一度 ξ で積分して（C2 は積分値数），θ0 = −1

6
ξ2 − C1

ξ
+ C2 ．ここで星

の中心（ξ = 0）での境界条件により，C1 = 0，C2 = θ0(0) = 1 である．したがって，

θ0 = 1− 1

6
ξ2

となる．θ0 = 0 となる半径が星の表面であるので， 半径 ξ =
√
6 が星の表面である．グラフは上に凸の放物線

となる（図 24.2を参照）．

(2) [ N = 1, 5 の場合の厳密解]

(24.11)式に示された解を、それぞれ，N = 1，N = 5 の場合の Lane-Emden 方程式に代入し整理することで，解

として成立していることが確認できる（詳細は省略）．

(24.11)式で与えられた関数のうち、定義より θN > 0 の部分が星として意味のある解の領域となる．Lane-Emden

方程式より dθN(ξ)/dξ < 0 であることが示せることより，θN(ξ) は単調減少の関数であるとわかる．星の中心か

ら外側に向かってエムデン方程式を解いていったとき，最初にゼロとなるところが「星の表面」（RN または ξN）

となることより，星の半径として ξ0 =
√
6 , ξ1 = π , ξ5 = ∞ を得る．

＜補足＞　N = 1 の Lane-Emden 方程式の解の場合、複数個のゼロ点が現れる．このうち星の解として意味のあ

るのは，最も内側の解より内側の領域のみである．

＜問題＞　 Lane-Emden 方程式より 恒星の内部では dθN(ξ)/dξ < 0 であることを確かめよ．

(3) [ 星の質量 ] 省略（テキストに書いてある通りの手順で導ける）．マイナス符号については，星内部の圧力

勾配は負値となることに注意せよ．

(4) [ ビリアル定理 ] E = U +Ωg と 3(γ − 1)U +Ωg = 0 より，U または Ωg を消去して，

E = U +Ωg = − 1

3(γ − 1)
Ωg +Ωg =

3γ − 4

3(γ − 1)
Ωg，および E = U +Ωg = U − 3(γ − 1)U = (4− 3γ)U を得る．

＜発展＞ ビリアル定理の導出については、問 24.7 の詳解を参照．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

問 24.4　星が重力で収縮すると，解放されたエネルギー dΩg の一部が内部エネルギーの上昇 dU となり（星は

温度上昇する），残りのエネルギー dE は外部に放出されることになる．γ = 5/3 の場合，収縮で解放された重力

エネルギーの半分が星の温度上昇に使われ，残り半分のエネルギーが（放射などとして）外部に放出される．こ

のことを確かめよ。

答 24.4： γ = 5/3 の場合，dU = −(1/2) dΩg > 0 である．星の全エネルギーの変化は dE = dU + dΩg =

(1/2) dΩg < 0となる．すなわち，星の収縮で解放された重力エネルギー (dΩg < 0)の半分が星の温度上昇 (dU > 0)



3

に使われ，残り半分のエネルギー (dE < 0)が，放射などとして外部に放出されることになる．

（ 星が収縮するときの重力エネルギーの変化は dΩg < 0 であることに注意すること．）

＜参考＞ γ > 4/3 のときには E < 0 なので，星は重力的に閉じ込められた状態となる．このとき星が重力収縮

すると，解放されたエネルギーの一部が内部エネルギーとなり（星は温度上昇する），残りは外部に放出されるこ

とになる．通常の物質の場合エネルギーを放出すると温度が下がるが，重力によりまとまったガス球の場合には，

エネルギーを放出すると内部の温度が上昇する（「負の比熱」ということになる）．
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問 24.5　N = 5 のとき星の半径は無限大（ξN = ∞）となる． その質量 M(ξ5) は、

M(ξ5) = lim
ξ→∞

M(ξ) = 18
√
2P 3/2

c /(4πG3ρ4c)
1/2 となり有限となる．このことを確かめ，無限大の半径にも関わら

ず有限の質量である理由について考察せよ．

【答】(24.11)式より、N = 5 の場合の解は θ5(ξ) =

(
1 +

ξ2

3

)−1/2

である．この解は，ξ > 0 に対して常に正値

（θ5(ξ) > 0）となるが，ξ → ∞ において，θt → 0 となる．すなわち， 星の半径は θ5 = ∞ といえる．

星の質量は (24.14)式で与えられるが，

ξ2
(
dθ5
dξ

)
= ξ2 ·

(
−1

2

)(
1 +

ξ2

3

)−3/2
2

3
ξ = −1

3

ξ3

(1 + ξ2/3)3/2

であるので，ξ → ∞ (ξN = ∞) のとき，ξ25(dθ5/dξ)ξ5 = −
√
3. したがって，

M(ξ5) = lim
ξ→∞

M(ξ) = −
[

63

4πG3

P 3
c

ρ4c

]1/2
· (−

√
3) = 18

√
2

[
P 3
c

4πG3ρ4c

]1/2
となり有限値となる．このとき，θ5(ξ) は，ξ → ∞ のとき θ5 =

√
3
ξ + O(ξ−3) となりゼロに近づく．つまり，

星の体積が無限大になるにも関わらず，遠方での密度がゼロに漸近するため，星の全質量としては有限値になっ

ていることが理解できる．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

研究 1：レーン-エムデン方程式の厳密解（N = 1, 5）の導出

【答】N = 1 の場合：

N = 1 の場合の Lane-Emden 方程式は，
1

ξ2
d

dξ

(
ξ2

dθ1
dξ

)
= −θ1 である．θ1 = χ/ξ とおいて変数変換する．ここ

で，
dθ1
dξ

=
1

ξ

dχ

dξ
− χ

1

ξ2
であることを利用して，Lane-Emden 方程式を

1

ξ2
d

dξ

[
ξ
dχ

dξ
− χ

]
= −χ

ξ
と書き直す．こ

れを整理して，
d2χ

dξ2
= −χ

を得る．

この方程式の解は，χ = A sin(ξ + δ) （Aと δは定数）であるので，変数 θ1 については，

θ1(ξ) =
C sin(ξ − C)

ξ

となる．星の中心（ξ = 0）での境界条件により，θ1 は有限値をもたなければならないから，上記の解の δ につい

ては，δ = 0 でなければならない．また，θ(0) = 1 の条件により C = 1である．したがって，

θ0(ξ) =
sin ξ

ξ

となる．θ0 = 0 となる半径が星の表面であるので， 半径 ξ1 = π が星の表面となる．
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【答】N = 5 の場合：

＜ヒント：略解＞ ξ =
1

x
= e−t，θ =

(x
2

)1/2

z =

(
1

2
et
)1/2

z により，変数 x，t，z を導入する．

これより Lane-Emden 方程式は，
d2z

dt2
=

1

4
z (1− z4) と書ける．これに dz/dt を掛けて，

dz

dt

d2z

dt2
=

1

2

d

dt

[(
dz

dt

)2
]
=

1

4
z(1− z4)

dz

dt
,

これを積分して，
1

2

(
dz

dt

)2

=
1

8
z2 − 1

24
z6 +D .

D は積分定数だが，遠方での境界条件を用いて D = 0 とおける．これより，

2 dz

z
√
1− (1/3) z4

= −dt

ここで，(1/3)z4 = sin2 ζ とおくと，4
dz

z
=

2 cos ζ

sin ζ
dζ であることより，上式は

dζ

sin ζ
= −dt となる．

これを積分して，tan(ζ/2) = Ce−t ．これより θ =

[
3C

(1 + C2ξ2)2

]1/4
を得る．星の中心での境界条件 θ(0) = 1 よ

り C2 = 1/3 なので，N = 5 の時の解は，

θ5 =
1

[ 1 + (1/3) ξ2 ]
1/2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

研究 2：恒星の内部構造の数値解

ポリトロープ指数 N が任意の値をとるとき，レーン-エムデン方程式（微分方程式）を星の中心から外側に向

かって数値的に解いてみよ．また，N = 0, 1, 2, 3, 4, 5 の場合の解 θN をグラフに示せ．数値計算は，例えばル

ンゲクッタ法を用いよ．なお，最初に θ の値がゼロ（すなわち P = 0 ）となった半径が星の表面である． ヒン

ト： レーン-エムデン方程式は，星の中心 ξ = 0 で発散するように見える．この問題をどう解決するか？

＜数値解法のヒント＞

星の中心近傍での θ(ξ) の関数形を調べておこう． ξ = 0 で dξ/dr = 0 であることより，θ(ξ) = θ0 + aξ2 + · · · と
書ける．これをエムデン方程式に代入して a の値を求めることができる．こうして得られた近似解を用いて，原

点での発散を回避して数値計算を実行できる．

星が有限の半径をもつためには， N の値は 0 < N < 5 の範囲でなければいけない．密度については，N の値

が大きくなるに従い中心集中度が急速に強まる．これは物質が軟らかい状態に相当していて，中心部分はつぶれて

圧縮され，その一方で薄い外層が遠くまで広がっているという構造になっている（赤色巨星など）．逆に N ∼ 0 の

場合には，星はコンパクトで（その質量に対して半径が小さめ）、中心から表面付近まで密度がほぼ同程度となっ

ており，硬い星に相当する（中性子星など）．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

＜問題＞ ポリトロープガス球について記した以下の文章について，空欄に適当な語句を入れよ．

熱変化が，C = 一定として，dQ = CdT で与えられる場合を 1: 変化という．これは，C = 0 とする

と 2: 変化，C = ∞ とすると 3: 変化，C = CP ≡ (dQ/dT )P とすると 4: 変化，

C = CV ≡ (dQ/dT )V とすると 5: 変化となり，一般的な状態を記述できる． （解答は欄外*1）

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

*1 答： 1: ポリトロープ， 2: 断熱， 3: 等温， 4: 等圧， 5: 等積
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問 24.6　 (24.17)式の積分を実行して，ポリトロープガス球の重力エネルギー Ωg が，

Ωg = − 3

5−N

GM2

R
(24.18)

となることを示せ．

＜ヒント＞ (24.17)式の右辺を部分積分し，重力平衡の式も用いて

Ωg = −1

2

GM2

R
+

1

2

∫ 0

Pc

M(r)

ρ
dP (24.A1)

となることを確かめよ．次に，ポリトロープの関係式 P = Kργ = Kρ1+(1/N) より

dP

ρ
= (N + 1) d

(
P

ρ

)
(24.A2)

と表せることを確認せよ．これらを用いて (24.A1)式の第２項目を部分積分して，

Ωg = −1

2

GM2

R
− N + 1

2

∫
V

PdV (24.A3)

となることを確認せよ．また，ビリアル定理より∫
V

P dV = −1

3
Ωg (24.A4)

と表されることを確認せよ．

【答】(24.A1)式の導出：

Ωg = −G

∫ R

0

M

r

dM

dr
dr = −G

[
M

r
·M

]r=R

r=0

+G

∫ R

0

M · d

dr

(
M

r

)
dr

= −G
M2

R
+G

∫ R

0

M(r) ·
(
1

r

dM

dr
− M

r2

)
dr = − GM2

R
− Ωg −G

∫ R

0

M2(r)

r2
dr

この最後の積分について、

−G

∫ R

0

M2(r)

r2
dr = −

∫
M(r)

ρ

GM(r)ρ

r2
dr =

∫
M(r)

ρ

dP

dr
dr =

∫
M(r)

ρ
dP

であるので、上式を整理して (24.A1)式を得る．

(24.A2)式の導出：

dP

ρ
=

N + 1

N
Kρ(1/N)−1dρ ，d

(
P

ρ

)
=

1

N
Kρ(1/N)−1dρ であることより，

dP

ρ
= (N + 1) d

(
P

ρ

)
を得る．

(24.A3)式の導出：

(24.A1) の右辺第２項に (24.A2)式を用いて部分積分すると，

1

2

∫ 0

Pc

M(r)

ρ
dP =

N + 1

2

∫ r=R

r=0

M(r) d

(
P

ρ

)
=

N + 1

2

{[
M(r)

ρ
P

]r=R

r=0

−
∫ r=R

r=0

P

ρ
dM(r)

}
= −N + 1

2

∫ r=R

r=0

P dV

ここで，境界条件 r = 0でM(0) = 0，r = RでP (R) = 0より右辺の第一項はゼロになる．また dM(r) = ρ(r) dV

であることを用いた．これより，(24.A3)式が得られた．

(24.A4)式の導出：

(3.8)式より P = (γ − 1)ε なので，
∫
V

P dV = (γ − 1)

∫
V

ε dV = (γ − 1)U と書ける．ビリアル定理を用いれ

ば 3

∫
V

P dV +Ωg = 0 となり，(24.A4)式が導かれる．なお，ε は単位体積あたりの内部エネルギーであるので，

体積積分して U =

∫
V

ε dV である．
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以上の公式を用いて，(24.A3)式に (24.A4)式を代入して，

Ωg = −1

2

GM2

R
− N + 1

2

∫
V

PdV = −1

2

GM2

R
− N + 1

2

(
−1

3
Ωg

)
= −1

2

GM2

R
+

N + 1

6
Ωg

これを整理して，

Ωg = − 3

5−N

GM2

R

を得る．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

問 24.7　ビリアル定理 (24.15)式を導け．また，全運動エネルギー（星内部のガスの熱運動による運動エネルギー

の総和：TKE とおく）と全内部エネルギーの間に（単原子理想気体の場合）(γ − 1)U = (2/3)TKE の関係がある

ことより，上記のビリアル定理が

2TKE +Ωg = 0 (24.19)

と表せることを示せ．

【答】(24.15)式の導出：重力平衡の式
dP

dr
= −GMρ

r2
の両辺に 4πr3 を掛けて r = 0 から r = R までを積分

する． ∫ R

0

4πr3 · dP
dr

· dr = −
∫ R

0

4πr3 · GMρ

r2
· dr

星の中心 (r = 0, P = Pc)と表面 (r = R, P = 0)での境界条件に注意して，左辺を部分積分すると，

（左辺）=
[
4πPr3

]R
0
−
∫ r=R

r=0

3(4π)r2 · Pdr = −3

∫ R

0

P dV .

となる．ここで、4πr2dr = dV である． さらに，(3.8)式より P = (γ − 1)ε なので，

（左辺）= −3

∫
V

P dV = −3(γ − 1)

∫
V

ε dV = −3(γ − 1)U (24.A5)

を得る。なお，ε は単位体積あたりの内部エネルギーであるので，体積積分して U =

∫
V

ε dV である．

一方で，重力平衡の式の（右辺）は，4πr2ρ dr = dM であることに注意して，

（右辺）= −
∫ r=R

r=0

GM(r)

r
dM = Ωg (24.A6)

である．したがって， (24.A5)式と (24.A6)式より，ビリアル定理 (24.15)式，すなわち

3(γ − 1)U +Ωg = 0

を得る．

【答】(24.19)式の導出：全運動エネルギーと全内部エネルギーの関係，

(γ − 1)U =
2

3
TKE (24.A7)

より，

3 (γ − 1)U +Ωg = 3 · 2
3
TKE +Ωg = 0

すなわち，

2TKE +Ωg = 0

と表せる．
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＜問題＞ (24.A7)式を導け．

【答】(γ − 1)ε = P より，(γ − 1)U =

∫
V

PdV である．(3.5)式より P = nkT = (N/∆V ) kT であるので，

(γ − 1)U =

∫
V

NkT

∆V
dV =

2

3

N∑
i=1

(
1

2
mṽ2

i

)
≡ 2

3
TKE .
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