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57 重力レンズ　詳解
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問 57.1　（57.1）式の角度は，天体が質点と近似できて，さらに rg ≪ a のとき（弱い重力場のとき）に有効な

公式である．太陽の場合にこの近似が妥当であることを確認し，太陽の縁に見える星の位置のずれを計算せよ．

【答】距離 a を太陽半径程度（70万 km）とし，太陽のシュバルツシルド半径 rg が 3km であることより，ここ

での近似は妥当といえる。これより，δ =
2rg
a

=
2× (2.96× 103 m)

6.96× 108 m
= 0.851× 10−5 rad = 1.75 秒角 を得る．
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問 57.2　クェーサー 0957+561A，B までの距離 L を求めよ．また 像 A と 像 B は，“見かけ上”どれだけの距

離離れていることになるか．

【答】赤方偏移の大きな遠方の天体までの距離を求めるために、ハッブル＝ルメートルの法則（59節）を利用する：

L =
cz

H
=

(2.998× 105)× 1.41

70
= 6.04× 103 Mpc

【答】２天体の天球上での見かけ上の距離を x，微小な角距離 ∆θ (≪ 1)，天体までの距離を Lとすると，x = L∆θ

の関係がある．これより，x = (6.04× 103)× 5.7

(
π

180× 60× 60

)
= 0.167 Mpc を得る。すなわち、見かけ上の

距離は， 0.17 Mpc ．
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問 57.3　レンズ銀河までの距離 D を求め，距離 a を推定せよ．ヒント：多少荒っぽい近似ではあるが，aの値

は距離D に像 A, B間の角距離をかけた程度とみなして計算せよ．*1

【答】問 57.2 と同様にして、D =
(2.998× 105)× 0.39

70
= 1.67× 103 Mpc

【答】x = (1.67× 103)× 5.7

(
π

180× 60× 60

)
= 0.0461 Mpc ．すなわち，たかだか 0.05 Mpc の程度といえる．
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問 57.4　距離Dと Lの値（D,L ≫ a）を用いて屈折角 δを求め，レンズ銀河の質量M を推定せよ．

D

L

x

*1 遠方天体、レンズ銀河、観測者の幾何的配位に依存するが、光線の軌跡がもっともレンズ天体に接近する距離としては、この半分程度
以下とみなすのが妥当と思われる．



2

上図のように，長さ x, z̃ と角度 θ を導入する．ã = θD (ただし ã ≳ a), x = θL, x = δ(L − D) より，

δ =
Lã

(L−D)D
と書ける．また，（多少荒っぽいが）ã ≈ a とみなし*2，(57.1)式を用いてM について書き直せば，

M =
c2

4G

(L−D)D

L
δ2 を得る．この δ と M の式をクエーサー 0957+561A に当てはめれば，それぞれ

δ = 7.88′′ (= 0.0382× 10−3 rad) , M = 1.83× 1043 kg = 9.21× 1012M⊙ を得る．
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問 57.5　遠方天体からの光線が途中に位置する重力源によって重力レンズ効果を受けている．このとき重力源に

よる重力赤方偏移はどのように観測されるか考察せよ．

【答】途中の重力レンズ天体による重力赤方偏移は観測されない．

＜解説＞ 重力源の近く（r = r1）から放射された光線を距離 r = r2 の位置で観測する場合，以下の公式で与え

られる重力赤方偏移を受ける；
λ2

λ1
=

√
1− (rg/r2)

1− (rg/r1)

重力源から十分に離れた天体からの光線を，同様に十分離れた位置の観測者が観測する場合，r1 ≫ rg, r2 ≫ rg

であることより λ1 = λ2 となることが確認できる（重力赤方偏移については「10 ドップラー効果と赤方偏移」節

を参照せよ）．なお、重力レンズ効果によりこの遠方天体の像は歪み、増光され、本来の位置からずれた位置に観

測される．
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【演習】 そもそも，なぜ曲がる？

(1) グラフの描画に先立ち、独立変数 rをシュバルツシルト半径 rg を用いて無次元化する．x ≡ r/rg とすると、

時間の遅れを示す因子は (1 − 1/x)−1/2 となる．これをプロットする．重力場中にいる人の時間間隔 ∆τ にこの

因子をかけたものが，遠方の観測者が眺めた時間間隔となる．x = 1 の半径は「事象の地平面（event horizon）」

と呼ばれる．この半径の内側がブラックホールの領域である．

＜参考＞ “gnuplot” を使える方は、以下のようにして (5.3)式を作画することができます．

gnuplot を起動し、 gnuplot> プロンプトに続けて，以下を入力してください：

set grid ：図に格子線を描く（無くても良い）

plot [0.1:10] 1.0/sqrt(1.0 - 1.0/x) ：プロットする

グラフから分かるように，ブラックホールに近づくほど時間が遅れる程度は大きくなる．例えば，事象の半径の

2 倍の位置では ∆t ≈ 1.4∆τ となり，1.01 倍の位置では ∆t ≈ 10∆τ にもなる（ブラックホール近くにいる人の

普通の時間経過が、遠方の人から見ると 10倍も遅くなって見える）．

ブラックホール近くでは時間の進み方が遅くなることより、光線が進む速さも遅くなって見える．ブラックホー

ルに近いところを通過する光線の束は、ブラックホールに近い側の進み方が少なくなるため屈折することになる

（光線の束が作る波面の向きが変わる）．ブラックホールに近い程この屈折の効果が大きくなり、大きな角度で湾

曲することになる。

(2) 形状：通常，円盤形状の物体を斜め上方から眺めると楕円形に見えるが，円盤の中心にブラックホールがある

と，円盤の奥側からの光線が途中のブラックホールの重力によって曲げられる（重力レンズ効果）．その結果、図

57.4左のように，奥側の像は楕円形からずれて歪んで見える．あたかも蜃気楼のように浮き上がっているように

見える．

*2 解答例では a ≈ ã として質量 M を推定したが、実際には a < ã であろう．この場合、実際のレンズの質量は M よりも小さい値とな
る．つまり，質量M の計算により、レンズ天体の質量の上限値を推定したことになる．
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色：ブラックホールに近いほど「重力赤方偏移」の効果が大きくなるので，内側ほど光線の波長が長くなり，本

来の色よりも赤みがかって見えることになる．また，円盤は高速で回転しているので「ドップラー効果」によって

も波長がずれる．観測者に向かって運動する側は本来の色よりも青みがかり、遠ざかる側は本来の色よりも赤みが

かるが，高速運動による時間の遅れの効果も加わる（横ドップラー効果）．これらの波長のずれの効果の総体とし

て，観測される円盤の波長のずれの程度が求められる．

明るさ：高速で運動する物体からの光線の「ビーミング効果」によって本来の明るさが増光あるいは減光されて

観測される（観測者に向かって運動する側の光線は増光し，遠ざかる側は減光する）．さらに「重力レンズ効果」

による増光の効果があるが、ここでは省略する。

(3) 省略。
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研究 1 重力レンズ像の作図

本文では、重力レンズシステムについて弱い重力場の近似のもとで、光線の湾曲角について考察した。その際、

遠方天体、レンズ天体、観測者の三点で構成される平面内の光線の軌跡のみ扱った。以下では、この平面の上下

の光線も考察することで、重力レンズ効果による遠方天体の像（像の形の歪み）について考察しよう。

（A）遠方の天体（source）の位置を (rs, θs, ϕs)，観測者（observer）の位置を (ro, θo, ϕo)とする．レンズ天体は原

点 O に位置するとする．遠方天体からの光線は r = rmin にてレンズ天体に最接近してから観測者に至るとする．

このとき，θ 方向の軌跡については，θs → θmin → θo または θs → θmax → θo となる．（ブラックホールの周りを１

周以上周回してからやってくるような光線は考えないことにする．）この状況を３次元的な図を用いて説明せよ．

（B）遠方の天体からの光線は，ブラックホール（質量M）の近くを通過し重力レンズ効果を受けるが，ブラックホール

半径から十分に離れた領域を通過するものとする（重力場が弱い場合の近似）．すなわち，M̃ ≡ (GM/c2)/rmin ≪ 1

とする．また，ro と rs をそれぞれブラックホールから観測者までの距離，ブラックホールから光源までの距離

として，rmin/ro, rmin/rs ≪ (GM/c2)/rmin とする．レンズ天体によって曲げられる角度を ∆θ ≡ θo + θs − π，

∆ϕ ≡ ϕo − ϕs − π （ただし ϕo > ϕs の場合）で定義すると，各々

∆θ = ± µ

sin θo
δ , ∆ϕ =

λ̃

sin2 θo
δ . (57.1)

となる．ここで，λ̃ ≡ λ/r
(0)
min, η̃ ≡ η/r

(0)
min, r

(0)
min ≡

√
λ2 + η, µ ≡

√
η̃ − cos2 θo であり，

δ ≡ 4M̃ −
(
r
(0)
min/ro + r

(0)
min/rs

)
. (57.2)

である．なお，λ および η は，遠方天体の各場所からの光線を区別するためのパラメータである．それぞれ ϕ 方

向，θ 方向の運動に関する保存量になっている．ここで考えている近似のもとでは，λ ∼ − sin θoxi，η ∼ |yi| で
ある．

Q: 太陽表面をかすめてやってくる遠方の恒星からの光は，どの程度曲げられるか？

（C）観測者から見た天球上に，ブラックホールの方向を原点としてデカルト座標系 (x, y) を設定する．この y

軸と (A)で扱った球座標の軸（θ = 0）は平行とする．遠方天体は，その中心位置を (Xs, Ys) とし，H(xs, ys) ∝
e−[(Xs−xs)

2+(Ys−ys)
2] の広がりをもって分布するとする．観測者が像（image）として眺めると，座標 (xs, ys) から

発せられた光線は，(B)で扱った公式を用いて（すなわち重力レンズ効果により）座標 (xi, yi) の位置にずれて観

測されることになる．

観測者が見た重力レンズ像を得るためには，座標点 (xi, yi) に対する天体の分布 (xs, ys) を計算し, H(xs, ys) の

値を求め，H(xi, yi) の値とすればよい．x–y 面上における H(x, y) の等高線として重力レンズ像を描画せよ．

−150

−100

−50

 0

 50

 100

 150

−150 −100 −50  0  50  100  150

x

y

−150

−100

−50

 0

 50

 100

 150

−150 −100 −50  0  50  100  150

x

y

−150

−100

−50

 0

 50

 100

 150

−150 −100 −50  0  50  100  150

x

y

図 57.1　重力レンズ像．レンズ天体 (ブラックホール)は原点に位置する．遠方天体の見かけの位置は (-80,-5), (-20,-5), (0,-5)
とした．レンズ天体から遠方天体までの距離，およびレンズ天体から観測者までの距離は 1000 とした．なお，長さの単位はブ
ラックホール半径である．
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研究 2 回転ブラックホールが作る重力レンズ像 (近似計算)

（A） Bray (1986) の近似公式

自転しているブラックホールが重力レンズとして作用しているときの重力レンズ像を描いてみよう．ブラックホー

ルの質量をM，角運動量を J とすると，ブラックホールの自転の効果は，スピンパラメータ a ≡ (GJ/c3)/(GM/c2)

によって記述される．ただし，|a| ≤ (GM/c2) である．

ブラックホールの自転の効果を取り入れるため，ここでは微小量 M̃， ã(≡ a/rmin ≪ 1) の２次のオーダーまで

を考える．このとき，本文で説明した ∆θ と ∆ϕ は，以下のように拡張される*3；

∆θ = ± µ

sin θo
δ − 1

2
λ̃2 cos θo

sin3 θo
δ2 +O(3) , (57.3)

∆ϕ = 4M̃ã+ λ̃δ

(
1± µ cos θo

sin2 θo
δ

)
1

sin2 θo
+O(3) . (57.4)

ここで，

δ ≡ 4M̃ − 8M̃ãλ̃+
15π

4
M̃2 −

(
r
(0)
min

ro
+

r
(0)
min

rs

)
. (57.5)

である．この公式を用いて、ブラックホールの自転の効果が、重力レンズ像にどのような修正を及ぼすか調べよ．

（B）重力レンズ・システム

(下図のように)視線方向に垂直なスクリーンを設定し，その上に座標 (α, β) を張る．その際に，座標の軸をス

クリーン上に射影したものと β 軸が一致するようにする．このスクリーン上において，遠方天体は (αs, βs) に位

置し，またその像は (αi, βi) に位置するとする．

*

*

β

O

ο

axis of rotation

path of light
source

observer

image

θ

(      ,     )α s βs

(      ,     )α i βi

α

(      ,     ,     )φsθsrs

(      ,     ,     )φoθoro

図 57.2　重力レンズシステムの球座標表示 (Bray 1986)．原点 O にレンズ天体，(rs, θs, ϕs) に遠方天体（＊印），(ro, θo, ϕo)
に観測者が位置する．

スクリーン上の点 (αi, βi) に位置する像は，観測者にとってはその方向から光がやって来たと思うところである

が，実際には途中のブラックホールで経路を曲げられて到達したものである．このような光の軌跡は，ブラック

ホールの時空の歪みを考慮した「光の運動方程式」を解くことで得られるのだが，詳細は一般相対論に関する他

書に譲ることにして，ここでは関連公式のみを紹介しよう．

点 (αi, βi) の方向からやって来た光線ベクトルの成分は (ϕ̇o, θ̇o [ (˙) = d/dr ] であるが，これを用いて点 (αi, βi)

は，

αi = − r2o sin
2 θoϕ̇o

sin θo + ro cos θoθ̇o
(57.6)

βi =
roθ̇o

sin θo + ro cos θoθ̇o
(57.7)

*3Bray, I., Phys. Rev. D34, 367 (1986) を参照．
３次のオーダーまでの公式については Ishihara, H., Takahashi, M., & Tomimatsu, A., Phys. Rev. D38, 472 (1988) を参照せよ．
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と表される．この光線を (運動方程式を解くことで)逆に遡れば，もとの天体の位置 (光源)に至る．そのような光

線は，光線のパラメーター (運動の保存量) λ と η を用いて指定される．すなわち，点 (αi, βi) の値は，λ と η (さ

らに観測者の座標値)を用いて表すことができることになる．

ここでは簡単化のためいくつかの仮定を設定しているが (本文参照)，近似公式として

λ ∼ −ro sin θoαi√
β2
i + α2

i + (ro − βi cot θo)2
(57.8)

√
η =

∓ro
√

β2
i + α2

i cos
2 θo√

β2
i + α2

i + (ro − βi cot θo)2
(57.9)

を得る．観測者が十分遠方にいる (ro ≫ rmin) ことを考慮すると，上式は λ ∼ − sin θoαi，
√
η ∼ βi となる．また，

rmin =
√
λ2 + η +O(M̃) を得る．

Bray (1986) の近似公式は光線の軌跡を近似的に解いたものだが，観測される像の点 (αi, βi) が，もとの遠方天

体のどの位置 (αs, βs) から発せられたものかを与えてくれる．
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